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En este trabajo mostramos que en toda superficie de Riemann podemos introducir una
métrica Riemanniana completa de curvatura constante (usualmente negativa). También
desarrollamos algunos de los hechos bésicos de geometria no euclidiana.

Introduciremos métricas Riemannianas para tres superficies de Riemann simplemente
conexas. La métrica de M sera de la forma:

A(z)|dz], zeM (1)
Establecemos:

2 —~

A(z) = M =
(2) apE para C

Az) =1, para M=2C,

2
)\(Z):W, para M:A:{ZGC‘Z|<1}

— |z

La definicion de A para M = C es valida solamente si 2 # oo. En infinito, se obtiene a
partir de la coordenada local ¢ = % Asi,

B 1\ 2|z

Veamos cada una de las métricas:

Para M = C, la superficie de Riemann compacta de género cero, denominada la esfera de
Riemann, consideremos la esfera unidad S2,

SP={(EnQeR &+’ + =1}

Ahora llevamos S? \ {(0,0,1)} en C por la proyeccién estereografica,
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con inversa

I 2Rez  2Imz |z]2—1
z ) Y
T+ [22" 14 227 1+ |2)?

denotemos por z = Rez y por y = Imz. La métrica euclidiana en R3:
ds® = d&* + dn® + d¢?
induce una métrica en S2, la cual induce una métrica en C.

De la ecuacién (2) se deduce que

_ 2 2 _
dfd( 2 )2(1 z® + y?)dzr — dzydy

142 (1+12*) ’
g — d( 2y ) _ —daydr +2(1 + 2* — y?)dy
= 2] 2)2 ’
1+ 2| (1+2?)
dC:d<x2+y2—1) _ dxdr + 4ydy
1+ |z (14127
Luego:
12 (2(1 — 2?4+ yH)dr — 4:cydy>2 (—4xydx +2(1 + 2% — yz)dy)2 <4xdw + 4ydy) 2
st = —_
(1+2*) (1+2*) (1+2*)
1
= m(él(l — 2% + y?)da® — 162y(1 — 2% + y?)dody + 162> dy* + 4(1 + 2* — y?)*dy?
— 162y (1 + 2 — y*)dady + 162*y*dz* + 162°dx® + 32xydxdy + 16y>dy?2)
1
= m[‘l((l —a® +y?)? + daty? + 42®)da® + 4((1+ 2® — y?)° + da®y? + dy?)dy’]
1
= m[‘l(l + |2%)?(dz® + dy?)]
_ 4(dz* + dy?)
(1+]2[?)?
Asi,
2
ds = ——|dz|
1422
La curvatura K de la métrica (1) estd dada por
A log A

K = 12

donde A es el Laplaciano. En este caso, se tiene que

K =+1.



En efecto,

0 1 2 1+ 2% + 92 —4x
— 10 — .
ox & 14 22 4+ y? 9 (1422 +y2)?
Luego,
09? 2 0 —2z
o2 14 22+ 92 Oxr \1+ 22+ y?
B -2 N 4a? 21+ 2?4 y?) + 4a?
e 1+x2+y2 (1+x2+y2>2 - (1_’_m2+y2>2

de igual forma,

> o8 2 _ 2142’ 4y + 4y
ayQ 1_|_$2+y2 (1+$2+y2)2

Asi,

A log A
A2
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4
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4
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Ademds, el drea de C en esta métrica es:

27
Area // Vdxdy = / / rdrdQ = 4r.

Proposicién 1. Un elemento T € Aut(C) es una isometria en la métrica N(z) =
sty solo st
T = ( “ -
c

Demostracion. Sea T € Aut(@), entonces

a b
T_<c d)’ ad — bc = 1.

T es una isometria si y solo si

_2
1+2]?
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MT )T (2)] = A(2), z2€C



o equivalentemente si y solo si

1 1

= ) 3
lcz+d|?2+ |laz+ 02 14 |z|? 3)

-~

Para la primera implicacién, supongamos que 7' € Aut(C) es una isometria, entonces se
tiene (3), luego
1+ 2> = |ez + @l* + |az + b]?
expandiendo el lado derecho de la igualdad:
1+ 2> = (Ja]* + |¢|*)|2]* + (cd + ab)z + (de + ba) + |b]* + |d]?,
y para que estd igualdad se alcance, se debe tener que:
la* + |cf* = 1, b2+ 1d* =1,  ed+ab=0.

ademés —cb + ad = 1, luego

cd+ ab=0 < cbd + abb = 0
& (ad — 1)d + abb = 0
@a(\d!2+ ]b\2) —d=0

Sa=d.
y
cd+ab =0 acd + aab =0
& (1+eb)c+al’b=0
& b(e)* +al’) +c=0
& c=—b.
Luego
T = ( @ ) laf? + | = 1.
c a
Reciprocamente, si
T = ( “ _E), laf + |cf? = 1.
c a
FEntonces,
1 B 1
lcz+ a2+ |az —¢]2 (cz+a)(cz +a)+ (az —¢)(az — c)
1
al? + |e|?|2]? + cza + ¢za + |a|?|z]? — azc — caz + |al?|z]? + |c|?
1
al A+ [ePl2 + a2 + |af?[2]? + [ef?
1 1

T a1+ [22) + [P+ [22) T 1|22



diferenciable en {z € Q : A(2) > 0}. Si z € Q y £ € C es un vector entonces definimos la
longitud de € en z como

[€lnz = A2,

donde |£| denota la longitud euclidea.

En anélisis clasico estas métricas se llaman a veces métricas conformes y se suelen escribir
de la forma A(z)|dz| y a la funcién A se le llama densidad de la métrica.

Dada una curva continuamente diferenciable v : [a, b] — € vamos a definir su longitud en
la métrica como

b
La(y) = / NI

La longitud de una curva continuamente diferenciable a trozos se define como la suma de
las longitudes de sus trozos continuamente diferenciables.

Sean dos puntos p, ¢ € €2, definimos la A-distancia entre p y ¢ en la métrica como

d(p,q) = infLx(y) : v € Ca(p,q),

donde Cq(p, q) es el conjunto de todas las curvas continuamente diferenciables a trozos
7 :10,1] — Q tales que v(0) = p y ¥(I) = ¢.

La métrica |dz| € C, requiere una pequena explicacién. Esta es, por supuesto, la métrica
Euclidiana. Esta tiene curvatura constante cero. Las geodésicas son las lineas rectas y los
automorfismos de C son funciones de la forma:

z— ez +b feR,beC
son isometrias en la métrica.

Ahora mostraremos el caso mas interesante: El disco unidad A. Intentaremos definir una
métrica invariante bajo el grupo completo de automorfismos de A. La métrica podria ser
conformalmente equivalente a la métrica Euclidiana, por lo tanto de la forma A(z)|dz|.

Establecemos A(0) = 2 y notemos que A\(A(0))|A’(0)] = A(0) para todo A € Aut(A) que
fija 0. En efecto, dado que los automorfismos del disco /A son transformaciones de la forma

AZ) = k222 cen, k=1,
1+Z()Z
si A(0) = 0, entonces
O+ZO

0) ==k =kzg=0

O = =0 ~ ="
luego 2o =0y

A(z) =kz, |kl =1,



ast, A(z) = ez y A'(z) = €%, de donde \(A(0))|A’(0)| = A(0).
Sea zp € A arbitrario y tomemos A € Aut(A) tal que A(0) = zp. Definimos
Mzo) =2|4'(0)] 7.

Notemos que

Az) = z +io
1+ 22
Asi,
1-— |ZO|2
AR)= —
(Z) (1 + Z_OZ>2 I
luego
1— 2
A/(O) _ ‘ZO‘ ’
1
De donde se concluye,
2
A = —\
(20) 1— |22

La métrica inducida es invariante bajo cualquier automorfismo del disco A\, en particular
los automorfismos son isometrias en la métrica.

En efecto, recordemos que T es una isometria si y solo si
AT(2)T"(2)] = Alz)
En general, un automorfismo del disco T : A — A es de la forma:

212
14 %2

T(z)
consideremos dos casos:
(a) Si T es una rotacién, entonces T(z) = kz, |k| =1, luego sity € A,

2 2 2
= = A(to)

(T(to)) 1—|T(to)2 ~ 1= [kto]2 1 — [to?

(b) Si T es de la forma

Z+ 2y
T(z) = , SYAN
(2) 1+ %oz 20
entonces ) )
T/(s) = 2Ll
(]. + 202)2



luego

/ 2 1—- |ZO|2
ATOITE = ey o
2|1 + Zpz|? 1— |20)?
11+ %02 — [z + 20 [1 + Z02[?
L o) 20w
L [20?]2? = [22 = 20> T+ [20/2([2[2 = 1) — |2
2(1 — |20/*) 2

= = = Az

A0 loP) TP
Dado que todo automorfismo de A es composiciéon de funciones de la forma (i) o
(ii), la afirmacién queda probada.

Antes de proceder nos permitimos calcular la formula de la métrica en la mitad supe-
rior plano U. Dado que queremos que la métrica A(z)|dz| sea invariante bajo Aut(U),
requerimos que _

Azo) = 2[A(0)]7,
donde A es una funcién conformal de A sobre U tal que A(0) = zp. Un calculo similar al

anterior muestra que

Az) = -1

Imz
esta métrica asi definida tiene curvatura constante de valor -1.

Sea ¢: I — /A un camino suave, I = [0, 1]. Entonces, su longitud [(c) estd definida por

1
le) = [ Mot ()
0
Podemos introducir ahora una funcién distancia en A definida por

d(a,b) = inf{l(c),c es un camino suave a trozos uniendo a a con b en A}.

()

Consideremos, a =0y b=z, real, 0 <z < 1,y ¢(t) = xt, con 0 <t < 1. La longitud {(c)

1 9 /
) :/0 mk(tﬂdt

L2
/0 1—m2t2 /01 du w=uxt du=zxdt
_/‘r / du /I du
—Jo (1—u 1—|—u o 1—u  Jy 1+u
14+ul® 142
= log = log :
I —uj, l1—=x




Para calcular, la distancia desde a = 0 hasta b, como A\ es invariante bajo rotacion,
podemos suponer que b = z es real y positivo, y sin pérdida de generalidad, podemos
considerar solamente la curva suave ¢(t), con 0 <t < 1, que une a a, con b asi:

l(c):/olﬁk’(tﬂdt
2(41—7%—35@M4=‘/m13wﬂu
- /0$(1—u)1+u ‘/ —ut 1Tu

1 1 1
= | log A log +z‘210g +x
—ulf, —x 1—=2
de modo que:
1+b
d(0,b) = log ——
( ) ) 1_b7
y que c(t) = tz, 0 < t < 1, es la unica geodésica que une a 0 con x. Ahora, sea

0 # b=z € A arbitrario (y tomemos a = 0). Dado que
C— e ¢, 0 =argz

es una isometria en la métrica no Euclidiana A(z)|dz|, vemos que

d(0, z) = log

) 6
y c(t) =tz, 0 <t <1, es la tinica geodésica uniendo 0 con z.

Observacion 3. Notemos que si a y b son puntos cualesquiera en el disco, entonces sea:

zZ—aQ

1—ab’

Ti(z) =

Ty : AN — A yTi(a) =0, Ti(b) = 1”__5“17 y sea: Ty, la rotacion que lleva a Ty (b) al eje real,
entonces:

d(a” b) (Tl( )7 T (b>)

= d(Tz(Tl(a)%Tz( 1(0)))
=d(0,z), ==T3(T1(b)))
1+
= log 1=
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a—>
1—ab

d(a,b):log(l_ |1 = )
1- ab

Es claro que d es una métrica en el disco A\, en efecto:

, luego

Notemos que x = |T1(D)], esto es © = ‘

1. d(z,y) > 0, para todo z, y € A y d(z,y) =0siysolosiz=y
2. d(z,y) = d(y,x), para todo z, y € A

3. sean x, y, z € /\,para probar que:
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y),

dado que los automorfismos del disco, Aut(A) son isométrias, podemos asumir sin
pérdida de generalidad que z =0y que y € (0,1), asi:

1+!f .|
d(wuy):ln T T z—v . |
- !@|

d(x,z):1n<1+’x|>,

1 — |z

1+|y!)
d(z,y) =1n ,
(2:9) (1—|y|

por otra parte,

2
r— r—y
1+|ﬁ|(1+‘my’) (L —myl | —y)
e T ECEE
_ <1+|x||y\+\xuy|>2 _ (1+|xr) (1+\y|>

T (=P = Jyl)? 1—z[ ) \1 =1yl

Ahora, como el logaritmo es una funcién creciente, se tiene que:

d(z,y) < d(z,2) + d(z,y),
como se queria probar.

Usando el hecho de que y € (0,1), podemos ver que la igualdad se tiene si y sélo si
x € (—00,0).
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Proposiciéon 4. La topologia inducida por la métrica ﬁ es equivalente a la topologia
usual en /\.

Demostracion. Una base para esta topologia esta dada por el conjunto de bolas:

B(0,r) ={z:d\(0,2) <r}

y dado que
1
dx (0, z) = log + 1
1—z]
se tiene que
1+ 2]
d(0,2) <r <1
T+1e] _
1—|z]
S 14z <e" —ez|
el —1
Sz <
1+4e"
Luego
el —1
B(0,r) = : <
on={z:k< 2

luego las bolas centradas en el origen son iguales a las bolas en la topologia euclidiana.
De donde se concluye que la topologia es la misma en el origen.

Ahora, el origen puede ser movido a cualquier otro punto a € A por la transformacion:

zZ+a
T<Z): 1+az

Dado que la métrica es invariante bajo automorfismos del disco y las transformaciones de
Mobius toman discos y los envian en discos, luego la topologia es igual a la euclidiana en
todo punto. n

Proposiciéon 5. El disco unitario /\ con la métrica 1_—TZ|2 es un espacto métrico completo.

2
1—]2]2>

Demostracion. Sea {p;} una sucesién de Cauchy en el disco A, con la métrica
entonces dado € > 0, existe N € ZT tal que si n, m > N, dx(pm, pn) < €, luego

d(pn,pj) <1+ sup d(xn,z)
0<k<N

y d(0,p;) < d(0,pn) + d(pn,p;) < M, Vj, esto es la sucesion es acotada. De aqui,



de donde
e
Il < St

luego, {p;} estd contenida en un conjunto compacto del disco.

Por otra parte, dado € > 0, para ¢ = log (}—f;) > 0, cuando € < 1 existe M € Z*, tal que
si n,m > M, entonces

log( + |pn —p !)<10g( +6)@ 1P —pm| _ 1e

1 — |pn — Pl 1—e L — |pn — Pl l1—e
& (L+ [pn —pml) (1 —€) < (1 —[pn —pw|)(1 +€)
& |pn = pml + €lpn — pm| < e
& P — Pl <To<e

e—1
1+e

Si e > 1, se considera ¢ = y se obtiene que

1
|pn_pm|<g<1§€7

por tanto {p;} es una sucesién de Cauchy en la métrica euclidiana y dado que estd conte-
nida en un compacto relativo, se tiene que converge a p (en la métrica euclidiana), p € A,
esto es para todo € > 0, existe N € Z™, tal que si j > N, entonces |p; —p| < e. De donde,

para todo € > 0, tomando € = zejr}, existe N' € Z" tal que si j > N', |p; — p| < z:}, de
donde .
+ L
1—1|p; —pl
esto es {p;} converge en la métrica 1_?Z‘2 y por tanto el disco, con esta métrica es un

espacio métrico completo. =

Proposicién 6.

(a) Las geodésicas en la métrica —2 son los arcos de circulos ortogonales al circulo

1-[2]?
unidad {z € C : |z| = 1}.
(b) Dados cualquier par de puntos a, b € /\, existe un a unica geodésica entre ellos.

Demostracion. Ya hemos probado que la tnica geodésica entre 0 y b es el segmento de
linea recta que une a los dos puntos. Sean zy, z9 arbitrarios. Escoja A € Aut(A) tal que
A(z1) = 0. Sea b = A(z3). La geodésica entre z; y z2 es A7'(c), donde ¢ es la porcién
de el didmetro que une a 0 y b. Dado que A~! preserva circulos y angulos, (a) y (b) se
verifican.
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Si D es cualquier subconjunto de A Lebesgue-medible, entonces

Area(D / / )2|dz A dz|

define el 4rea no Euclidiana de D.

Vamos a introducir una clase de superficies de Riemann que son de gran interés debido a
que van a heredar del disco unidad la métrica hiperbdlica (de una forma que precisaremos
més adelante) lo cual constituye una herramienta muy potente para generalizar resultados
clésicos en el plano complejo (como por ejemplo el Teorema de Picard) a superficies.

Sea S una superficie de Riemann. Un cubrimiento de S es un par (§ f) donde S es una
superficie de Riemann ny f: S — S es holomorfa y homeomorfismo local. Si (Sl, f1) es un
cubrimiento de S, y (Sg, f2) es una superficie de cubrimiento de 81, estd claro que entonces
(82, fio fa) es de nuevo un cubrimiento, que diremos mas fuerte, de S obsérvese que si dos
cubrimientos son mutuamente uno més fuerte que el otro, entonces son conformemente
equivalentes y pueden considerarse esencialmente el mismo.

Se puede demostrar (ver [A]) que existe un cubrimiento de S que es el mas fuerte de todos.
Tal cubrimiento (§ ,m) se llama cubrimiento universal de S y tiene la propiedad de que
su grupo fundamental Hl(g , Do) con punto base p, € S , es trivial. En otras palabras,S es
una superficie simplemente conexa.

Si S es una superficie de Riemann y 7 : S — S es su cubrimiento universal, llamamos
grupo de cubrimiento I' de S (asociado a 7) al grupo de transformaciones biholomorfas
v S — S tales que T oy = 7 (lo que equivale a decir que p y 7(p) tienen la misma
proyeccién). Un hecho realmente sorprendente es que I' es isomorfo al grupo fundamental

I (S, po) (ver [A]).

El grupo I' actia discontinuamente y sin puntos fijos y S es conformemente equivalente
S / I'. En sentido reciproco, dado cualquier grupo I' de transformaciones biholomorfas
v S - 8 que actue discontinuamente y sin puntos fijos, S / [' es una superficie de
Riemann y m : S—S8 / I' es su recubrimiento universal. Un tal grupo I' se llama un grupo
Fuchsiano si S = A.

Dada una superficie de Riemann S, su recubrimiento universal S ha de ser una superfi-
cie simplemente conexa. El Teorema de uniformizacion nos dice que existen muy pocas
superficies simplemente conexas.

Teorema 7. (Teorema de Uniformizacion)
Toda superficie de Riemann simplemente conexa S es conformemente equivalente al disco
unidad /N del plano complejo, al propio plano complejo C, o a la esfera de Riemann

C = CU{}.
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Por tanto S tiene que ser una de estas tres superficie: A, C o C.

Si & = C entonces S es necesariamente C, ya que C sélo puede ser espacio recubridor de
si mismo (El grupo del cubrimiento es trivial, es la unica accién sin puntos fijos).

SiS= C, el grupo de cubrimiento ha de estar formado necesariamente por transforma-
ciones del tipo v(z) = z + a para que no haya puntos fijos en C. Como ademas, el grupo
debe actuar discontinuamente, I" ha de ser o bien el grupo trivial o bien debe tener uno o
dos generadores. Por tanto S tiene que ser conformemente equivalente a C, C\ {0}, 0 a un
toro, respectivamente (hay toda una variedad unidimensional de toros no conformemente
equivalentes entre sf). Nétese a modo de ilustracion que en el caso S = C\ {0} podemos
tomar como aplicacién recubridora la funcién exponencial.

Por 1ltimo, todas aquellas superficies S que tienen como recubridor universal al disco /A
se llaman superficies hiperbdlicas. Todas las demés (que como hemos visto son muy pocas)
se llaman superficies excepcionales.

Es conveniente senalar que esta definiciéon de superficie de Riemann hiperbdlica no es
aceptada universalmente, ya que a veces la palabra hiperbdlica se refiere a la existencia
de funcién de Green. Hay que senalar también que en general es muy dificil calcular
explicitamente la aplicacion recubridora; de hecho, esto sélo se puede hacer en casos muy
particulares.

Vamos a ver ahora cémo el disco unidad A va a inducir una métrica (la métrica hiperbéli-
ca) en la superficie S.

Dada cualquier superficie de Riemann hiperbdlica S, si m : A — S es su recubrimiento
universal,y dada 7' € Aut(A), entonces 7ol : A — A es también un recubrimiento
universal y de hecho estos son todos los posibles. Por tanto, al elegir un cubrimiento
universal podernos prefijar 7(0).

Obsérvese ahora que el grupo de cubrimiento I' asociado a 7 : A — § es un subgrupo
de Aut(A) y como S es conformemente equivalente a A/T", los grupos Fuchsianos I' que
podernos elegir son tnicos salvo conjugacién por un elemento de Aut(A). En otras pala-
bras, existe una biyeccién entre el conjunto de superficies de Riemann (salvo equivalencia
conforme) y el conjunto de subgrupos Fuchsianos de Aut(A) (salvo conjugacién). Por otro
lado, como I' es un grupo de isometrias en la métrica de Poincaré de A\, puede proyectarse
dicha métrica mediante 7 obteniéndose una métrica Riemanniana conforme, completa y
con curvatura K = —1 en § = A/I', la métrica hiperbélica o de Poincaré. Siempre que
no se diga expresamente lo contrario, toda superficie de Riemann hiperbdlica se considera
con la métrica de Poincaré.

Una superficie de Riemann hiperbdlica dotada de su métrica hiperbdlica es un espacio
métrico completo cuya topologia coincide con la de la superficie original. Ademas, dados
dos puntos distintos, siempre existe una geodésica que los une. Con la métrica hiperbdlica,
las aplicaciones conformes son isometrias.
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Teorema 8. Sea S una superficie de Riemann arbitraria. Podemos introducir en S una
métrica Riemanniana completa de curvatura constante: la curvatura es positiva para S =
C, cero si C es el cubrimiento universal de S y negativa en otro caso.

Demostracién. Sea S el cubrimiento universal de S y sea G el correspondiente grupo de
transformaciones de cubrimiento. sabemos que G es un grupo de isometrias en la métrica
de curvatura constante que hemos introducido.Dado que la métrica es invariante bajo G,
se proyecta a una métrica en S y dado que la curvatura es definida localmente, esta es de
nuevo constante en S. (se puede probar que la curvatura estd bien definida en S, esto es,
que se transforma correctamente bajo cambio de coordenadas.) La métrica Riemanniana
en S (denotada en términos de la coordenada local z por A(z)|dz|) nos permite definir
longitud de curvas en S por la férmula (4) y por tanto una funcién distancia d por (6).

Sea B
T:8—S

la holomorfa proyeccién candnica. Sean z, y € S, afirmamos que:
d(z,y) = mf{d(&,n) : 7(§) = =, 7(n) = y}. (7)

Note que debemos probar que en S el infimo en (6) es siempre alcanzado por alguna curva
c. Sea d el infimo de (7). Sea ¢ la curva que une en S a 7(£) = z, m(n) = y. Entonces moc
es una curva en S que une x con y. Claramente, (7o c) = [(c). Asi.

d(z,y) <l(moc)=1(c),

y dado que c es arbitrario,

d(z,y) < d(&,n)

Finalmente, dado que &, n son arbitrarias en la preimagen de x, vy,
d(z,y) <d.

Se sigue que si ¢ es una curva en m uniendo a x con y, esta puede ser levantada a una
curva ¢ uniendo £ con n (7(§) = z, m(n) = y) de la misma longitud, puesto que 7 es
localmente una isometria. Asi,

I(c) =1(c) > d(&n) > d.
Dado que c es arbitraria, se concluye que
d(xz,y) > d.

de aqui se deduce que la métrica es completa.
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Observacion 9.

. Si una superficie de Riemann tiene una métrica Riemanniana, entonces la métrica
puede ser usada para definir un elemento de drea dA y una curvatura K. La formula

de Gauss-Bonnet dice
// KdA =2r(2 —2g),
M

si S es una superficie compacta de género g. Asi, en particular, el signo de la métrica
de curvatura constante es unicamente determinado por la topologia de la superficie.

. Sea § una superficie de Riemann arbitraria con espacio de cubrimiento universal
holomorfo §. En S
M2)%dz A dz

es una 2-forma en ninguna parte vacia, invariante bajo el grupo de cubrimiento de
S — §. Asi la proyeccion de una una 2-forma suave en ninguna parte vacia de S.

Ejemplo 10. Consideremos el toro complejoT = C/L,, donde L, = {n+m7 : n,m € Z}
con T un numero complejo tal que J(T) > 0, entonces C es su cubrimiento universal y
tenemos:

7:C— C/L,
2 2] =2+ L,

Entonces, dados [z],[z] € T,

d([z1], [2]) = 1

ol
7
7/ 7/
Z
7/ 7/
/ 7
7/ 4
// L el
7 4 4 7 4 7
T
T
[22]
21] (]
[ ]
En este caso, es claro que si a € [z1] y b € [z], entonces |a — b| = |21 — 23], luego:

d([z1], [22]) = [21 — 22].
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