Una breve introduccién a las superficies de género 1

Robert Auffarth

Sean wi,ws € C linealmente independientes como vectores sobre R. Sea L = (wy,ws) el sub-
grupo generado por ellos. Tomamos el grupo cuociente X = C/L con la topologia cuociente induci-
da por C y la proyeccion natural 7 : C — X. Se puede ver que localmente 7 es un homeomorfismo,
y localmente 7! se puede tomar como una carta local, para asi darle a C/L una estructura de
superficie de Riemann. Esta superficie se llama toro complejo.

Notamos que un toro complejo es homeomorfo a S' x S, y luego tiene género 1.

En estos apuntes estudiaremos algunas propiedades bésicas de los toros complejos, y mostraremos
que todo toro complejo es isomorfo a una curva eliptica.

1. Toros complejos y sus automorfismos

Sean L, M C C lattices en C, y para a € C consideremos la funcién T, : z — z+a. Esta funcién
induce una funcién holomorfa de C/L en C/L definida por z + L — z + a + L; es una funcién
holomorfa biyectiva, y luego T, € Aut(C/L).

Sean ahora X = C/L, Y =C/M y f: X — Y holomorfa. Si componemos f con una traslacién
en Y, podemos suponer que f(0+ L) =0+ M. Por la férmula de Riemann-Hurwitz, tenemos que

> (mult,f — 1) =0,

peX

y luego f es no ramificada. Esto implica que f es un cubrimiento en el sentido topoldgico, y
entonces también lo es la composicién f o 7w (notamos que m: C — X es el cubrimiento universal
de X). Entonces, por la propiedad universal del cubrimiento universal, existe un homeomorfismo
g : C — C tal que el siguiente diagrama conmuta:

T

Es fécil ver que g es holomorfa (de hecho es una funcién entera). Notamos ademds que para todo
z € C y para todo | € L, tenemos que

g
R

¢
N

m(g(z+ 1)) = fz+1+ L) = f(z+ L) =7(9(2)),

y entonces g(z + 1) — g(z) € M para todo | € L. Asi podemos suponer que g(0) = 0; si no,
trasladamos la imagen de g por —g(0) € M. Este cambio claramente no afecta el diagrama.

Entonces para todo z € C, [ € L, existe un w(z,l) € M tal que w(z,l) = g(z + 1) — g(z). Como
C es conexo y g(z+1) — g(z) es localmente constante (para [ fijo), entonces w(z,!) no depende de
z. Si derivamos esta expresién con respecto a z, obtenemos que ¢'(z + 1) = ¢/(z) para todo z, y
para todo [ € L. Esto implica que los valores que toma ¢’ estdn dentro de un compacto, y por el
Teorema de Louville, necesariamente ¢’ es constante. Por lo tanto, g es lineal, y entonces existe
v € C tal que g(z) = 7z (recordemos que ¢g(0) = 0). Notamos ademds que vL C M. Tenemos
entonces la siguiente proposicion:



Proposicion 1.1 Toda funcion holomorfa f : X — Y estd inducida por una funcion polinomial de
grado uno g(z) = vz+a, donde v es tal que YL C M. Podemos suponer que a = 0 si y solamente si
f(O+L) =0+ M, y en este caso tenemos que f es un homomorfismo de grupos. Tenemos ademds
que deg f = [M : vL], y en particular f es un isomorfismo si y solamente si yL = M.

Tomemos ahora f € Aut(X) con f(0+ L) = 0+ L. Entonces f(z + L) = vz + L para algin
~v € C tal que vL = L. Se ve que - necesariamente es de médulo 1, y de hecho es una raiz de la
unidad. Notamos que dos posibilidades para ~ son +1; de hecho todo toro complejo posee estos
dos automorfismos.

Supongamos que 7 no es real, y sea | € L\{0} de longitud minimal. Entonces (l,~yl) = L.
Tenemos que vl = ayl + bl para algunos a,b € Z, y simplificando, tenemos que v> — ay — b = 0.
Las unicas raices de la unidad que satisfacen alguna ecuacién cuadratica son las raices cuartas y
las raices sextas, y entonces podemos suponer que o bien v = eim/3 ¢ y=i(siy= e27™/3  entonces
se puede demostrar que necesariamente el elemento ¢™/3] también estd en L).

En el primer caso, decimos que L es un lattice hexagonal; en el segundo caso decimos que L es
un lattice cuadrado.

Sea ahora Auto(X) :={f € Aut(X) | f(0+ L) =0+ L}. Entonces

(a) Si L es hexagonal, tenemos que Auto(X) = Z/6Z.
(b) Si L es cuadrado, tenemos que Auto(X) = Z/47Z.
(c) Si L no es ni cuadrado ni hexagonal, tenemos que Autg(X) = Z/27Z.

Si denotamos por T'(X) := {f | f es traslacién de X}, entonces notamos que 7'(X) < Aut(X).
Ademids, T(X) N Autg(X) = {id} y T(X)Autg(X) = Aut(X), de donde obtenemos que Aut(X) =
T(X) x Autg(X) =2 X x Autg(X).

2. Clases de isomorfismo de toros complejos

Se tiene que todo toro complejo es isomorfo a un toro inducido por algin lattice (1, 7), para T
en el semiplano superior H; llamemos X a tal toro. Queremos ver precisamente cudndo dos toros
X, v X, son isomorfos.

Vimos en la seccién anterior que X, = X, si y solamente si existe un v € C tal que v(1,7) =
(1,0). Si esto ocurre, entonces existen a, b, ¢,d € Z tales que v = co +d y y7 = ao + b. Entonces

v\ _(a b o
v~ ) \ec d 1)
Sabemos que como (1, 7) = (1,0), entonces tenemos que poder escribir 1 y ¢ como combinacién

lineal de v y y7 con coeficientes enteros. En tal caso, los coeficientes serian unicos, ya que v y y7
forman una base para C sobre R. Vemos que

1 d —b Y\ _ (o
ad—bc\ —c a v ) 1)’
y como los coeficientes son tnicos y pertenecen a Z, necesariamente ad — bc € {£1}. Como 7 y
o estan en el semiplano superior, entonces necesariamente ad — bc = 1, y luego la matriz arriba
pertenece a SLa(Z).

Estd claro que estas condiciones son suficientes también (si 7 = (aoc+b)/(co+d) con ad—be = 1,
entonces definimos v := co +d, y se tiene lo buscado), y entonces tenemos la siguiente proposicién:




Proposiciéon 2.1 Dos toros complejos X y Xy son isomorfos si y solamente si existe ( CCL b > €
SLy(Z) tal que

a b o=T

c d -

donde la accion de SLs(Z) sobre H es la natural:

a b aoc +b

-0 = .

c d co+d
Esta no es una accién fiel (efectiva), pues el nicleo de esta accién corresponde al subgrupo
{£id} < SLy(Z). Por lo tanto, consideraremos que el grupo que actia sobre H es realmente

SLa(Z)/{£id} = PSLy(Z). En conclusién, hay una correspondencia 1 — 1 entre las clases de iso-
morfismo de los toros complejos y el espacio H/PSLy(Z).

3. Dominios fundamentales en un toro complejo

Sea L C C un lattice en C, X = C/L el toro asociado a L, y sea G = Auty(X) como antes.
Observamos primero que si Ty, es una traslacién en X (z+ L +— z+a+ L) de orden finito, entonces
la funcién 7w, : X — X/(T,) (la proyeccién a la superficie cuociente) es no ramificada, y por la
férmula de Riemann-Hurwitz se tiene que

0 = degma (29 — 2),

donde g es el género de X/(T,). Notamos entonces que necesariamente g = 1, y luego el cuociente
es homeomorfo a un toro.

Observamos que cuando estudiamos el subgrupo G, sin embargo, es distinto. Por la formula de
Riemann-Hurwitz tenemos que

0=degm(2g —2) + Z(multpﬂ(; - 1),
peX

donde 7g : X — X/G es la proyeccién natural y g es el género de la superficie cuociente. De otra
forma, tenemos que
(2 —2g)degmg = Z(multpﬂ(; —1).
peX

Observamos que para todo lattice L, 0+ L siempre es un punto de ramificacion de wg (pues 0+ L
es un punto fijo de todo automorfismo de G, y los otros puntos cerca de 0 son “rotados”). Por lo
tanto, g # 1. Ademas, g < 1, ya que si no, entonces el lado derecho de la igualdad seria negativo.
Por lo tanto, g = 0, y entonces X/G es homeomorfo a una esfera.

Nos concentraremos ahora en los automorfismos G y en los distintos tipos de lattice menciona-
dos arriba; nuestro analisis se hard por casos:

1. L es un lattice cuadrado.

En este caso, tenemos que G = (h) = Z/4Z, donde h(z + L) = iz + L. Notamos que X es
isomorfo al toro C/(1,4), y en tal toro tenemos que un dominio fundamental para la accién
de G es de la forma {s + ti + (1,i) : s,t € [0,1/2]}:



] 1+i

En este caso,
multgy g = mult%_i_Lﬂ'G =4

mult%+L7rG = mult%+L7TG =2
y mult,7¢ = 1 para todo p distinto a estos puntos. Notamos que esta acciéon induce una
funcién holomorfa g : X — P! de grado 4.

. L es hexagonal.

Tenemos que G = (h) = Z/6Z, donde h(z + L) = ¢™/3z + L. Vemos que X es isomorfo
al toro inducido por el lattice (¢™/3 1), y un dominio fundamental para la accién de G es
{te™/3 4 5.5t €[0,1],s 4+t <1}
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Aqui tenemos que
multoyrmg =6

multi, ;7 = mult 7o = mult,, T =2
§+L G 62/3_,’_L G 1+e2 /3+L G

mult(Q_\/g)(1+e,ri/3)+L7rG = mult(2_2\/§)(1+eﬂ/3)+L =3
y mult,m7¢ = 1 para todo otro p € X. En este caso, notamos que tenemos entonces una
funcién holomorfa g : X — P! de grado 6.
Podemos ver que si dejamos que el subgrupo H = (h?) actiie sobre X, entonces la
superficie cuociente también da la esfera, y

multoy g = mult(Q_\/g)(1+e,ri/3)+L7rH = mult(2_2\/§)(1+eﬂ/3)+LﬂH =3
y mult, 7y = 1 para todo otro punto p € X.
. Si L no es ni cuadrado ni hexagonal, entonces solamente tenemos el automorfismo z + L +—

—z+ L (todo toro complejo tiene este automorfismo). En este caso, si L = (1, 7), un dominio
fundamental para la accién de G sobre C/L es {s +t7:s,t €[0,1],s+t < 1}:



En tal caso,

multomg = mult%+L7TG = multg+L7TG = mult%_i_Lﬂ'G =2;

asi, tenemos una funcién holomorfa 7 : X — P! de grado 2. Notamos que todo toro com-
plejo posee esta funcién.

4. La funcién o de Weierstrass y las curvas elipticas

Sea L C C un lattice en C. Definimos la funcién o de Weierstrass (que dependera de L) como

la funcién . . .
w=mt 3 ()

weL\{0}

Tenemos que p es una funcién meromorfa par en C con polos dobles en todo punto de L. Notamos

que
o) = — 2 _ 2
p(Z)— 23 Z (Z—’U))g’
weL\{0}

y es facil ver que ' es una funcién meromorfa L-periddica. Tomando derivada entonces, notamos
que para todo w € L, p(z + w) — p(z) es constante, y reemplazando z = —w/2, obtenemos que
p(z + w) — p(z) = 0 para todo z € C; por lo tanto, p también es L-periédica. Esto implica
que p y ¢ son funciones meromorfas del toro complejo C/L, y de hecho se puede demostrar que
H (C/L) = C(p, ¢') (donde # (C/L) es el cuerpo de las funciones meromorfas en C/L).

Como g tiene un polo de orden 2 en todo elemento de L, entonces deg p = 2 (cuando vemos a
¢ como una funcién holomorfa C/L — C).

Sea ahora Gi(L) = > ,cr)\ {0} ﬁ para k > 2 (estas series se llaman series de Eisenstein, y
cuando no hay confusién, las denotaremos simplemente por Gy). Se puede demostrar que la serie
de Laurent de p en 0 es p(z) = Z% + D oneaz, (N + 1)Gryoz" para |z| < mf{[w] : w € L\{0}}.
Tenemos que en 0,

p(z) = ;12 + 3G 2% + 5Ge2" + O(2°)

2
©o(z) = ~ 3 + 6G4z + 20G62° + O(2°).
Se tiene que (p'(2))? v 4(p(2))? — 60G4p(z) — 140Gg son de la forma
4 24G,

20 22

— 80Gs + O(2?),



y luego su diferencia es una constante; esta constante ademés debe ser 0. Por lo tanto, tenemos
que
(¢/(2))? = 4(p(2))* — 60Gap(z) — 140G

Esto significa que (p(2), ¢'(2)) satisface la ecuacién y? = 42% —azx — b, con a = 60G, y b = 140Gs.
Notamos que esta ecuacién es no singular si y solamente si el polinomio p(r) = 42® — ax — b tiene
3 raices distintas.

Proposicién 4.1 El polinomio p(z) = 423 — ax — b tiene 3 raices distintas.

Demostracién Vemos que si zo + L = —zp+ L (y zo ¢ L), entonces ¢'(29) = ¢'(—20) = —¢'(20),
y luego ¢'(20) = 0; esto implica que en tal caso, p(zp) es raiz del polinomio p(z). Supongamos que
L = (w1, ws); entonces notamos que z; = wy /2,29 = wa /2y z3 = (w1 +w2)/2 son puntos de C que
cumplen tal igualdad. Ademds, como '(z;) = 0 para i = 1,2, 3, entonces g tiene multiplicidad 2
en cada z;; esto muestra que necesariamente p(z;) # p(z;) para todo i # j (ya que p es de grado
2), y luego las raices de p(x) son todas distintas.

O

Esto implica que la ecuacién y? = 423 — az — b es no singular, y por lo tanto el conjunto
X ={(z,y) € C?: y?> = p(2)} es una superficie de Riemann.

Si agregamos “un punto en infinito” a X, obtenemos una superficie de Riemann compacta
X. Mejor dicho, sea X la superficie de Riemann hipereliptica dada por la ecuacién y? = p(z).
Consideremos ademas la funcién ¢ : C/L — X tal que z+ L — (p(z + L), ¢'(z + L)). Vemos que
¢ estd bien definida.

Sea (z,y) € X\{oo} tal que y # 0. Entonces tenemos que existe una vecindad de z en C tal
que y = y(x) es una funcién holomorfa de = en tal vecindad con (z,y(x)) € X (Teorema de la
Funcién Implicita), y luego (x,y) — x es una carta local de X. Notamos que con esta carta, ¢ es
holomorfa fuera de 0 y donde ©'(z) # 0 (pues z — z + L +— (p(2), ¢'(2)) +— @(z) es holomorfa). Si
©' (24 L) = 0, entonces tenemos la carta (z,y) — y; con esta carta tenemos que ¢ en coordenadas
locales es de la forma z — ¢(2), y esta funcién es holomorfa. Esto muestra que ¢ es holomorfa en
(C/D)\{0 + L}.

Cercade 0+ L, p(z+L) es “grande”, y vemos que una carta local definida alrededor de oo € X es
(x,y) — y/z%. Con estas coordenadas, tenemos que ¢ es localmente de la forma z — '(2)/(p(2))?,
y es facil ver que esta funcién es holomorfa en 0. Por lo tanto, ¢ es holomorfa.

Como ¢ es una funcién holomorfa entre superficies de Riemann compactas, entonces es so-
breyectiva. Ademas, por la férmula de Riemann-Hurwitz, se tiene que ¢ es no ramificada. Notamos
que si z+ L € C/L, entonces p(z+ L) =p(—2+ L) y ¢'(—2+ L) = —p'(2 + L); esto muestra que
como @ es de grado 2, entonces necesariamente tiene que ser inyectiva.

Concluimos entonces que ¢ es un isomorfismo entre C/L y X, y por lo tanto todo toro complejo
puede verse como una curva eliptica.

Es interesante notar que como todo toro C/L tiene el automorfismo z + L — —z + L, pode-
mos ver este automorfismo como un automorfismo de la curva eliptica asociada X: (p(2), 9'(2)) —
(p(—2), 9 (—2)) = (p(2), —¢'(2)). En otras palabras, corresponde al automorfismo (z,y) — (z, —y).

De hecho, sabemos que si C/L y C/M son dos toros complejos isomorfos, entonces los isomor-
fismos entre ellos que fijan el 0 son de la forma f : C/L — C/M donde z + L +— ~z + M, con
vL = M. Como pp(vz) = v 2p1(2) y 9 (72) =739 (2) (donde g, es la funcién de Weierstrass
que corresponde al lattice L, claramente), entonces obtenemos que el isomorfismo correspondiente
entre sus curvas elipticas es (z,y) — (v 2z,73y).

Hemos probado entonces la siguiente proposicién:



Proposicién 4.2 Dado un toro complejo C/L para algin lattice L, entonces C/L es isomor-
fo (como superficie de Riemann) a una curva eliptica dada por y?> = 43 — ax — b, donde a =

60 ZwGL\{O} ﬁ ) b =140 ZwGL\{O} #

Reciprocamente, dada una curva eliptica y* = p(z) (no singular, con deg p(x) = 3), sabemos
que esta superficie tiene género 1; jFs posible determinar si tal superficie proviene de un toro
complejo, y si es asi, cudl es lattice que lo determina?

Sea j : H — C tal que j(7) = 1728 (60G4(r§§5§?§§82126:6(7))2’ donde G(T) es la serie de Eisen-
stein que corresponde al lattice L = (1,7). Notamos que el denominador de j no se anula, pues
éste corresponde a un multiplo del discriminante del polinomio p(x) definido por L, y como p(z)
tiene raices distintas, entonces su discriminante es no nulo. Se puede demostrar ademas que j es
sobreyectiva.

Sea 32 = 42® — asxz — a3 una curva eliptica no singular con as,a3 # 0 (p(x) no tendria por
qué tener esa forma, sin embargo, se puede obtener esta forma a través de un cambio de variables);

entonces existe 7 € H tal que

(60G4(7))’ _ a3

(60G4(7))% — 27(140Gs(7))? a3 — 27a3’

Entonces

a a2

(60G4(7))3  (140Gg(T))?"

Sean w; € C\{0}, wy = Tw; y L = (wy,ws). Entonces se puede ver que G4(L) = wy *Gy(T)
y G6(L) = wy%Gg(7). Luego, debemos elegir wy de tal manera que wy* = as/(60G4()) y

w; =as/ (14006( )). Sin embargo, si satisfacemos la primera condicién, entonces por la igualdad
CL

(60G4(7’)) (140G6 (m))??

reemplazamos wy por iwsy. Por lo tanto, encontramos un lattice L = (wy, we) tal que la curva elipti-

ca generada por L es precisamente la curva eliptica dada por y? = 423 — asx — a3. En resumen:

obtenemos que wy® = 4a3/(140G¢(7)). Si el signo no coincide, entonces

Proposicién 4.3 Dada una curva eliptica (no singular), entonces existe un lattice en C de tal
manera que C/L es isomorfo a la curva eliptica. Ademds, tal isomorfismo es el isomorfismo de-
scrito antes usando la funcion p de Weierstrass.

Si ag = 0 podemos ver que el lattice buscado es de la forma v(1,¢) donde v € C y ¢ es una
raiz cibica de la unidad. Si ag = 0, entonces el lattice buscado es de la forma ~(1,4) para algin
v € C. Notamos que estos dos casos corresponden a los dos casos excepcionales en cuanto a los
automorfismos.

5. X como grupo abeliano

Sea L C Cun latticey f : C — C meromorfa de periodo L. Sea P un paralelégramo fundamental
de L (si L = (w1, we), digamos que es el paralelégramo generado por w; y wsy), y sea zg € C tal
que la traslacién zyp + 9P no contiene ni ceros ni polos de f. Calculando, obtenemos que

1 2f'(2) f'(z) f'(2)
27 J.oror f(2) 2m/ (2) 2711/,7 f(2) 4z,




donde (t) = zp + twa y n(t) = 29 + tw; para t € [0,1]. Notamos que podemos subdividir v (y
andlogamente 1) en curvas 7; sobre intervalos [a;, ai+1], @ = 1,...,n, tales que fo~y; posee logaritmo
(digamos log;, para mostrar que posiblemente tienen distintas ramas) para todo i < n. De este
modo,

f'(z) - '(2) -
[z =3 [ e = 3 lhori (70 (0i)) ~ logi( £ (3(@0)
Notamos que esta suma es casi telescdpica; sin embargo, no se anulan los elementos necesariamente,
pues log;, ; —log; no es necesariamente la funcién 0. Sin embargo, estas funciones si difieren por
una constante (sus derivadas son iguales), y esta constante de hecho es un multiplo entero de 27i.

Por lo tanto,
/
1/ I'(z) dz € 7.
2mi J, f(2)
f'()

Anélogamente, se tiene lo mismo para la curva 7, y entonces concluimos que fZO +oP mdz e L.
Por otro lado, sabemos que esta integral es precisamente la suma de los ceros de f menos los polos
de f (contados con multiplicidad). Por lo tanto, > _p(ord.f)z € L.

Como C/L es un grupo (topoldgico) abeliano, entonces podemos darle una estructura de grupo
a X (la curva eliptica asociada a C/L). Sean z; + L,z2 + L € C/L, y consideremos la recta
az +by +c = 0 que pasa por (p(21), ¢'(21)) v (9(22), p(22)) (en C?). Sea f(2) = ap(z) +bp'(2) +¢;
notamos que es una funciéon meromorfa en C con periodo L.

Si b # 0, entonces f tiene un polo triple en 0. Notamos que z; + L y 2o + L son ceros de f, y
luego existe solamente un otro cero z3 + L de f. Por el andlisis anterior, como 0 + L es el tinico
polo de f, tenemos que z1 + z2 + z3 + L = 0 + L. Asi, definimos la suma

(9(21), 9'(21)) + (p(22), 9’ (22)) := (p(—23), ' (=23)) = (p(23), =9 (23)) = (p(21 + 22), ¢ (21 + 22))-

Usando esto, observamos que para todo z + L € C/L, se tiene que (p(2),9'(2)) + 00 = o0 +
(9(2), 9 (2)) = ((2), §/(2)).

Si b = 0, entonces f tiene un polo doble en 0, y entonces z; + L y 2o + L son los tnicos ceros
de f. Tenemos que z; + 20 + 0+ L =0+ L, y entonces ponemos z3 + L := 0+ L. Asi,

(9(21), ©'(21)) + (p(22), 9 (22)) = (9(0), ©(0)) = oo.

Con esto, observamos entonces que X es un grupo abeliano con la suma definida, su elemento
neutro es oo y la inversa de un elemento (p(2), ¢'(2)) es (p(2), —'(2)).

Finalmente, vemos que el isomorfismo de superficies de Riemann z + L — (p(2),©'(2)) es
también un isomorfismo de grupos. Como C/L es un grupo topoldgico, entonces también X es un
grupo topoldgico.
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