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Sabemos que las funciones meromorfas de la esfera son las funciones racionales, es decir,
funciones de la forma f(z) = 2%, donde p(z) y q(z) son polinomios con coeficientes com-
plejos y ¢(z) no es el polinomio nulo. Ademés, las funciones racionales forman un cuerpo
que se denota por C(z). Ahora estamos interesados en las funciones meromorfas de otra
superficie compacta, el Toro. Estas funciones son llamadas funciones elipticas, las cuales

provienen de manera natural, de funciones meromorfas y doblemente periédicas en C.

A continuacién nos referiremos a las funciones doblemente periédicas en C y algunas de sus
propiedades. Posteriormente trataremos sobre la funcion o de Weierstrass y mostraremos
que las funciones meromorfas del toro son un cuerpo, que corresponden al subcuerpo
C(p, ¢') de M(C), donde M(C) es el conjunto de todas las funciones meromorfas en C,
que es un cuerpo.

1. Funciones doblemente periddicas

Un reticulado en C es un subgrupo de C, generado por dos nimeros complejos R-
linealmente independientes.

Ahora bien, {w;,ws} C C son una base para el reticulado A en C, si son R-linealmente
independientes y
A = Zwy + Zws = {aw; + bwy /a,b € Z}.

Sea D el interior de un paralelogramo con vértices en zg, zg + w1, 20 +wWs y 20 + wy + wa,
llamaremos a D dominio fundamental é paralelogramo periodo para A. Usualmente esco-
gemos 2y de manera que 0 pertenezca a D.

20

Nuestra propdsito es definir una funcién en C/A, para eso utilizaremos una funcién
f:C— C=CU{oo} que cumpla

fz4+w)=f(z) YweA. (1)

Sea f una funcién en C que satisface (1), es claro que si {w;,ws} es una base para A, f
satisface

flatw)=f(2) vy [flzt+w)=f(2) (2)
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Ahora, supongamos que f satisface (2). Sea w € A, luego existen a,b € Z tal que
w = awi + bws. Si a > 0 se tiene que

fz4aw) = fz+ (a—Dw +w) = fz+ (a—Dw) = ... = f(z+ (a — a)wy) = f(2).
Si a < 0 se cumple que

flz+aw) = f(z4+awvi +w) = fz+ (a+1w) =... = f(z+ (a+ |a])w1) = f(2).

De igual manera se prueba que f(z 4 bws) = f(z). Por lo tanto f(z + aw; + bwy) = f(2).
Asi (1) es equivalente con (2), y por esta razén las funciones que satisfacen (1) se dicen
Doblemente Periddicas.

Definicién 1.1. Una funcion meromorfa f : C — C es eliptica con respecto al reticulado
A C C si f es doblemente periddica con respecto a A.

Ahora bien, si f es una funcién eliptica con respecto a A, entonces podemos considerar f
como una funcién f: T — C, donde T es el toro T' = C/A.

Hasta el momento, al parecer las tinicas funciones elipticas que encontramos son las fun-
ciones constantes, y es un problema substancial la construccién de funciones elipticas no
constantes. Antes de hacer esto, estudiaremos algunas propiedades generales de funciones
elipticas.

Proposiciéon 1.1. Si f es una funcion eliptica en C analitica, entonces f es constante.

Demostracion: Sea D un dominio fundamental para A. Como f es doblemente periédica
entonces f(C) = f(D). Ya que D es compacto y f analitica, en particular continua, se

tiene que f(D) es compacto en C. Asi f es acotada, luego por el teorema de Liouville, f
es constante.

Proposicién 1.2. Sea f una funcion eliptica en C, no identicamente cero, para un reti-
culado A. Sea D el dominio fundamental para A tal que f no tiene ceros ni polos en 0D.
Entonces

L. > cpResy(f) =0
2. ZpeD ord,(f) =0
3. 2 pep 0rdy(f) - p = 0mod A

Demostracion: (a) Esta suma es sobre los puntos de D donde f tiene un polo.
Por el teorema de los Residuos sabemos que

- f(z)dz = 27riz Res,(f).
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Como f(z+wi) = f(2) y f(z+wy) = f(2) entonces las integrales de los lados opuestos
de OD se cancelan, asi [, f(z)dz = 0y por tanto > ., Res,(f) = 0.

Si f es analitica en p y este no es un cero de f, entonces ord,(f) = 0, por tanto las sumas
de (b) y (¢) son sobre los ceros y polos de f en D. Por otra parte, como D es un compacto,
entonces hay una cantidad finita de ceros y polos en D, y por tanto estas sumas son finitas.

r) L
) Ya que f(z4+w) = f(2) y

f'(z4+w) = f'(z) para todow € A, entonces g(z+w) = g(z), asi g es doblemente periddica.

(b) Consideremos la funciéon meromorfa g¢(z) =

Si p es un cero de orden n de f, entonces f(z) = (z—p)"h(z) en una vecindad de p, donde
h es una funcién analitica y h(p) # 0. Asi

f'(z) =n(z = p)""'h(z) + (= — p)"H(2)

Luego Res,(g) =n = ord,(f).

1
(z=p)"

Ahora, si p es un polo f de orden n, entonces f(z) = h(z) en una vecindad de p,

donde h es una funcién analitica y h(p) # 0. Asi

Luego Res,(g) = —n = ord,(f).

Ast Y- cpordy(f) =2 cp Resp(g) = 0 por (a).
_ 2['(z)

(c) Consideremos la funcién meromorfa g(z) = . Los polos de g son los ceros y

f(2)

polos de f.

Si p es un cero de orden n de f, entonces f(z) = (z—p)"h(z) en una vecindad de p, donde



h es una funcién analitica y h(p) # 0. Asi
f'(z) = n(z = p)""'h(z) + (= = p)"H(2)

o) = e =pn) (4 5

z—p  h(z)
_np R (2) R (z)
- z—p+n+ph(z) +(z—p)h(z)

Por lo tanto Res,(g) = np = ord,(f) - p

1

Ahora, si p es un polo f de orden n, entonces f(z) = o

h(z) en una vecindad de p,
donde h es una funcién analitica y h(p) # 0.

/ o -n 1 (5
FI2) = hle) + (2
(o -n R (2)
o) = e =pn) (5 + 5
WG W)
= " T

Luego Res,(g) = —np = ord,(f) - p.

Asi ZPGD Resy(g) = ZPGD ord,(f) - p.

Por otra parte
1
Py g 9(z)dz = ZRQSP(Q) = Zordp(f) p
D
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Consideremos una parametrizacion de D dada por vy = 1 * Yo % 73~ % v, *
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V2
Va4

2 4!

/aDg(Z)dz:/Mg(z)dzjt/wg(z)dz—[ygg(z)dz_[mg(z)dz

Asi



Ahora

[hg(z)dzzfy2 Z;éij)dzzl4(z+wl)%dz

- yA w f/(z> yA
_/M( ) g

(@, [ FE
‘[,4 i P ) e

/72 g(2)dz — /y4 9(2)dz = w; ] J;’((::)) "

Considere el camino d4(t) = (f o y)(t), con t € [0,1]. Asi 04(0) = f(74(0)) vy

)
04(1) = f(7a(1)). Pero 74(1) = 74(0) + wa. Luego f(y4(1)) = f(74(0) + w2) = f(74(0)).
Por tanto d4(1) = d4(0) y por ende d4 es un camino cerrado.

Luego

Ahora, si u = f(z) entonces

1 [ f(2) 11
_— —— | fauez
2mi J., f(2) d 21t /s, udu ©

pues es el nimero de vueltas de é4 alrededor de uy = 0.

Por lo tanto

/ Q(Z)dZ—/ g(z)dz = wy2miny
"2 Y4

donde n; € Z.

De la manera analoga se prueba que

/ Q(Z)dz —/ g(z)dz = Wo2ming
7 3

donde ny € Z.

Por lo anterior se tiene que

1
Z ord,(f)-p= 5 9(2)dz = wing + wang € A.p



Corolario 1.1. Sea f una funcion eliptica en C, no constante, entonces f tiene al menos
dos polos (0 uno de orden 2).

Demostracion: Sea D un dominio fundamental para A. Si f es analitica, entonces por
proposicién 1.1 f es constante, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f tiene al menos
un polo. Si f tiene un unico polo y este es simple, entonces ZpeD Res,(f) # 0 lo que
contradice la parte (a) de la proposicién anterior. Por lo tanto f tiene al menos un polo
de orden 2 o un polo doble.

2. La funcion p de Weierstrass

Sea {w1,ws} C C una base para el reticulado A en C y sea D un dominio fundamental para
A. Queremos construir funciones f, no constantes, las cuales sean elipticas con respecto
al reticulado A. Por lo visto en la secciéon anterior, sabemos que f no puede ser analitica
y que ademas debe tener al menos dos polos o uno de orden dos en D. En esta seccion
presentaremos la funcién o de Weierstrass, cual es eliptica con respecto a A y que tiene
solo un polo de orden 2 en D.

Cuando un grupo finito G' actiia sobre un conjunto S, nos resulta facil construir funciones
invariantes bajo la accion de G, por ejemplo sea f : S — C una funciéon y definamos

F:S— C por
F(s) =) f(gs).

geG
Sea ¢’ € G entonces

F(g's) = fla(g's) =Y f((gg")s) = F(s)

geG geG

puesto que si g recorre todo G también lo hace g¢’. Asi I' es GG invariante. Ahora que
pasa cuando G es infinito, tenemos que verificar que la serie converge. Aun mas, para
intercambiar el orden de los sumandos necesitamos al menos convergencia absoluta.

Considere ¢ una funcién meromorfa en C y sea
O(z) = Z o(z + w).
weA

Si la serie es absolutamente convergente tenemos que ® es doblemente periddica, puesto
que para wy € A se tiene que

O(z+wo) =Y oz +wo+w) =) olz+w)

[BISHN wEA



esto debido a que si w recorre todo A, entonces wy + w tambien recorre todo A.

Otra dificultad que aparece es probar que ® es meromorfa. Ya tenemos que ¢ es mero-
morfa, entonces si la serie que define a ® es uniformente convergente tendriamos que ®
es meromorfa y ademads esto permite derivar la serie término a término.

Por lo anterior nos interesa que la serie sea normalmente convergente, ya que convergencia
normal implica convergencia absoluta y uniforme.

Recordemos el concepto de convergencia normal. Sea D un subconjunto abierto de C
v {fn}22, una sucesién de funciones analiticas en D. Diremos que la serie Y - o fn(2)
converge normalmente en A C D, si existe una sucesion de constantes positivas {M,,} tal
que

i) |fn(2)| < M, para todo z € Ay todo n
ii) la serie Y M, converge.

Si la serie Y~ f(z) converge normalmente en A C D, entonces converge absolutamente
y uniformemente en A.

Considere { f,,}»>, una sucesién de funciones meromorfas en D, entonces diremos que la
serie > >° o fn(2) converge normalmente en A C D si, después de retirar un nimero finito
de terminos f,, la serie se transforma en una serie de funciones analiticas que converge
normalmente. Ahora, si la serie )~ f,(2) converge normalmente sobre subconjuntos
o 00 - s .
compactos de D, entonces f(z) = >~ f,(2) es una funciéon meromorfa en D y la serie

de las derivadas converge normalmente sobre subconjuntos compactos de D y su suma es
la derivada de f.

Por tanto si suponemos que ¢(z) — 0, cuando |z| — oo, tan rdpido de manera que
Zwe A ¢(z + w) converge normalmente en subconjuntos compactos. Entonces ¢ es mero-
morfa y doblemente periédica con respecto a A.

Para probar convergencia normal en las funciones que nos interesan, necesitamos el
siguiente lema.

Lema 2.1. Sea A un reticulado en C, entonces la serie ZweAw#O W converge.

Demostracion: Sea {wy,ws} una base para A, asi A = {aw; +bws /a,b € Z}. Paran € Z+
considere el paralelogramo

P(n) = {ajw1 + asws /a1, az € R, max(|a4|, |as|) = n}.
Asi

Pn)NA={aw +aws /ay =Eny as=[-n,n|NZ 6 ag =+nya = (—n,n)NZ}.
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Luego en P(n) hay 8n puntos de A.

Sea w = ajw; + asws € P(n) N A. Sin perdida de generalidad supongamos que |a;| = n,
asia; =n 6 a; = —n. Sia; = n entonces |w| = [nw; +asws| = nfwi+ 2wy, donde || < 1.

Sea k la menor distancia entre 0 y un punto de P(1), asi |w; + %2w;| > k y por tanto

|w| > nk. De igual modo se prueba que si a; = —n, |w| > nk.
Ahora ] ] g 8
n
Z |w]? = Z 3k3 k3 n2kd
weP(n)NA weP(n)NA
asi
D D I DA o R PIL L

wEA,w;ﬁO

Sea A un reticulado en C y D un dominio fundamental para A. La funcién eliptica, no
constante, mas simple que podamos tener, es una con un tinico polo doble en D, asi pode-
mos pensar en una funcién f que tenga en cada punto de A un polo doble y no tenga
otros polos. Asi en una vecindad Uy C D de 0,

a_o a_1q

F(2) ="+ 4 h2)

z
donde h es analitica en Uy, y a_o, a_1 € C, con a_s # 0.

Considere la funcién g(z) = f(z) — f(—z). Claramente g es doblemente peridédica. Ademés

9(2) = F(2) = f(=2) = S+ hlz) - (- =+ h(=2)
= 2“2‘1 +h(2) — h(—2)

en una vecindad de 0, luego g a lo mas tiene un polo simple en D, por tanto como g es
eliptica, entonces es constante. Por otra parte observamos que g es impar, pues

luego por ser g constante, se tiene que g(z) = 0y por ende f(z) = f(—=z), es decir f es par.

Asi si pensamos que a_, = 1, tenemos que



F(2) = =+ 22K (2)

52
en una vecindad de 0, donde k es analitica en dicha vecindad.

Hay una funciéon que cumple con lo anterior, llamada la funcién o de Weierstrass. Cabe
notar que no podemos definirla directamente de la funcién 1/2% ya que Y wen W no es
normalmente convergente.

Definimos la funcién de Weierstrass como

CRERPYN (=)

weN, w#0

y también definimos la funcién

o) = =

wEA

Mostraremos que estas dos funciones son elipticas en C y que ' = Ziz".

Proposicion 2.1. Las series anteriores convergen normalmente sobre subconjuntos com-

pactos de C, ademds @ y ¢ son funciones doblemente periddicas y meromorfas en C,
)

donde ¢ =

Demostracion: Consideremos el disco compacto |z| < 7. Sabemos que existe una cantidad
finita de elementos w € A de manera que |w| < 2r.

Sea w € A tal que |w| > 2r, asi ﬁ — — es analitica en |z| < r. Ahora bien
1 1| =22 42wz| |aw(=2+2)]  [2(2-2)
Gmwp | |- wp| T [ -1 | T W 2P
Pero |w| > 2r > 2|z|, entonces |2] < 1, luego
|2(2 — £))| - r2+3) 3 10r

WL =2 7 JwP(1 -3 P ol

. 1 .
Como la serie ), oF converge, por tanto la serie que define a ©(z) converge normal-
mente en cada disco compacto |z| < r. Por tanto p(z) es una funcién meromorfa.
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_=2

De igual manera, sea w € A tal que |w| > 2r, asi s es analitica en |z| < r. Asi

(z-w)
-2 2 2 2 2 16
3| 31 0B B ST S S ORI B
(2 —w) (w=2P Pl =ZP 7 WP =[ZIP 7 W) |«
Nuevamente como la serie > . ﬁ converge, se tiene que la serie que define a ¢'(z)

converge normalmente en cada disco compacto |z| < r. Por tanto ¢/(z) es una funcién
meromorfa.

Ahora sea wy € A entonces

, B -2 _ -2 _ -2 (s
@(Zero)_Z—(erwo—w)?* Z(z—(w—wo))?’ Z(Z—w)?’ ©'(2)

wEA wEA wEA

esto ultimo se debe a que la serie converge normalmente y por tanto absolutamente y
ademas si w recorre todo A, entonces w —wy también recorre todo A. Asi ¢’ es doblemente
periodica.

También es claro que g’ = %Z’. Luego p es doblemente periédica pues su derivada es doble-
mente periddica.n

Considere la funciéon F' : C — A — C? definida por F(z) = (p(2), ¢'(z)). Mostraremos
que esta funcién parametriza una superficie de C? de la forma

S = {(z,y) € C?/y* = 42° + ax + b}.

Esto nos dice que existe una relacién entre p y @' de la forma (p/(2))? = 4(p(2))®+ap(2)+b
donde a y b son ciertos nimeros en C

Teorema 2.1. Sea A = w1 Z + woZ un reticulado en C y ¢ la funcion de Weierstrass
asociada a A. Entonces

(¢'(2))* = 4(p(2))° + ap(z) + b

a:—GOZé y b:—1402%

wEA* wEA*

donde
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Antes de probar el teorema, consideremos la siguiente serie
>
wn’
wEA w#0

Sabemos que la funcién p : A — A dada por p(w) = —w es de orden 2 y que el tnico
punto fijo por ella es el 0. Luego la orbita de w # 0 es [w], = {w, —w}, asi A — {0} es
union disjunta de estas orbitas, y por tanto si n es impar se tiene que

Probaremos a continuacion que si n es par la serie converge.

Lema 2.2. Sea A un reticulado en C y k > 2. Entonces la serie
1
(M) = D —
weN, w#0

converge.
Demostracién: Sea w € A tal que |w| > 1. Entonces |w|* > |w|® para k > 2. Luego
1 1 1
Ay Loy

weA, lw|>1 weA, lw|>1 weA, |w|>1

1 1
Por lema 2.1, tenemos que w1 o converge, luego D e, w[>1 p7F converge.

Sabemos que existe una cantidad finita de w € A tales que |w| < 1, Asi

1 1 1
> oms 2 mt X m

weN, w#0 weA*, |lw|<L1 weA, |w|>1

suma finita

1 1
donde > oz es convergente. Por lo tanto Y-, ., sor converge. g

wEA |w|>1

Demostracion del Teorema 2.1:

Recordemos que para ¢t € C, con |t| < 1 tenemos que

1
=14t +2++
I +t+t++
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luego derivando, obtenemos

1 o0
L =142t + 32 + 4t° + Znt" =Y (1)
n=0

para |t| < 1.

Consideremos |z| < |w|, con w € A*, asi ‘i} < 1. Entonces

=5+ T (=)

weA, w#0 n=1

intercambiando el orden de las series, obtenemos

o) =5+ X o

n=1 weA, w#0

= —i—Z(n—l—l > wnl+2>

weA, w#0

pero sabemos que si n es impar, Y wzo —5 = 0. Luego
wF0 W

o(z) = %+ > ((zk +1)2% Y ﬁ) .

weEN, w#0
Por lema 2.2 se tiene que para k > 1, > w0 WTIH converge. Asi
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p(z)zz—12+3< Z %>z2+5< Z %)z‘l—k?( Z %)zﬁ—l—...

wEN, w#0 weA, w#0 weA, w#0

1
p(z) = = + 3Gy 22+ 5G6 2t +TGg 2% + ...
z
Luego
2
O (2) = == +6G, 2 +20G6 2° + 42Gg 2° + ...
z
Ahora,
10.)2 2 3 2 3
o'(2)* = (—; +6G, z + 20Gg z° + )(—; +6G4 2z 420G z° + ....)
4 1
también

1 1 1
0(2)% = (; + 3Gy 2% + 5G 2* + )(; + 3G, 22 +5Gg 2* + )(; + 3G, 22 +5Ge 2t + ...)

1 1
— (; +6G, + 10Gg 2* + ....)(Z—2 + 3G 2%+ 5Gg 2t + ....)
1 1
Luego

4 1 1 1
p/(z)z — 4@(2)3 + 60G4@(2) + 140G6 = (; - 24G4? - SOGG + ) —4 <E + 9G4? + 15G6 + ) +

1
60G, (2 + 3G, 2% +5Gg 2t + ) + 140Gg
= h(z)

donde h(z) es una funcién analitica en 0 y h(0) = 0. Como ¢'(2)? — 4p(2)? + 60G4p(2) +
140G¢ es doblemente periédica, pues @ y ¢’ lo son, y no tiene polos en un dominio
fundamental que contiene a 0, entonces por teorema de Liouville, es constante. Pero
h(0) = 0, luego se tiene que

©'(2)* — 4p(2)* + 60G,9(2) + 140G = 0

y asi
0'(2)* = 4p(2)* — 60G40(2) — 140Gs.0
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3. El cuerpo de las funciones elipticas

En esta secciéon mostraremos que toda funcién eliptica con respecto a A es una funcién
racional de o y su derivada @'.

Sea H(C) el conjunto de la funciones analiticas en C y M(C) el conjunto de las funciones
meromorfas en C. Sabemos que H(C) es dominio de integridad y que M (C) es el es cuerpo
de fracciones de H(C).

Como p y ¢ pertenecen a M(C) entonces C(gp, ¢') el cuerpo generado por p y ¢, es un
subcuerpo de M(C). Ademas es facil ver que toda funcién en C(gp, ') es meromorfa y
doblemente periddica, con respecto a A, en C. Mostraremos que toda funciéon f meromorfa
y doblemente periddica, con respecto a A, en C, puede ser expresada como una funcion
racional de p y ¢, es decir, que f pertenece a C(gp, ¢').

Proposicién 3.1. El subcuerpo C(p, ¢') de M(C), generado por ¢ y ¢, corresponde al
conjunto de todas las funciones meromorfas, doblemente periodicas en C.

Demostracion: Sea f una funcién par, meromorfa y doblemente periédica en C. Mostraremos
que f pertenece a C(p).

Como f es par, entonces f(z) = f(—z), luego la k-esima derivada de f cumple que

FP(2) = (=) P (=2). (3)

Por tanto si zy es un cero de f de orden m, entonces —zy es también un cero de orden
m de f. De la misma forma si zy es un polo de f de orden m, entonces 2y es un cero de
orden m de %, la cual también es una funcién par, por tanto —z; también es un cero de

orden m de % y por tanto un polo de orden m de f.

Si zg es un cero de orden m de f y zg = —zg(mod A), entonces zy = —zp + w, para algin
w € A. Luego como la derivada k-esima de f es también una funcién doblemente periddica,
se tiene que f*)(z) = f®) (=20 + w) = f®)(—2). Asf

f(m)(zo) = (—1)mf(m)(—zo) = (—1)mf(m)(20)

y como 2, es un cero de orden m, entonces f™(zy) # 0, por lo que se concluye que m es
par. De manera similar se puede probar que si z; es un polo de orden m de f, entonces
m es par.

Para los ceros y polos de f que no estan en A, elijamos un conjunto de representantes
moédulo A, sabemos que son finitos. Asi, sean estos 21, 2o, ...y Zm, —21, —22, -, —Zm, Zmil,

Zma2, -y Zn, de modo que
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zi #Z —zi(modA) para 1<i<m

zi=—2 Z0(modA) para m+1<i<n.
Sea m; el orden de f en z;, entonces sabemos que m; es par para ¢ > m.
Considere la funcién p(z) — p(z;), entonces tenemos que esta funcién es par meromorfa y
doblemente periddica. Ademads tiene exactamente dos polos en un dominio fundamental

para A y por tanto debe tener exactamente dos ceros ahi. Cuando ¢ < m tiene ceros
simples en z; y en —z;; cuando ¢ > m, tiene un cero doble en z;.

Definamos la funcién

9(2) = [1(o(=) = oCz)™ - T (0(z) = p(za)™”

Observe que f y g tiene exactamente los mismos ceros y polos en C — A. Consideremos
ahora la funcién f/g, claramente es meromorfa y doblemente periédica, pero f y g tiene
el mismo orden en z = 0, asi f/g es una funcién analitica, luego como es doblemente
periddica, concluimos que es constante. Por lo tanto existe ¢ € C tal que f = cg y como
cg € C(p), se tiene que f € C(p).

Suponga que f es una funcién impar. Observe que g’ es una funcién impar ya que
—2 —2 —2
/ /
D D et D D e Bl D e S A &
L (2w ) Lo z-w

Luego f /¢’ es una funcién par, asi f/¢’ € C(p), por tanto f € ¢'C(p).

Considere ahora f una funcion arbitraria, meromorfa y doblemente periédica en C. Sabe-
mos que f se puede descomponer como suma de una funcién par con una funcién impar,
sea esta descomposicion:

f2) + f(=2) | f(z) = f(=2)

= +
P‘l;“ im?ar
Claramente £ (z)+2f (=2) £ (z)_2f (=2) son meromorfas y doblemente periédicas, pues f lo es.

Por lo anterior sabemos que

W € ¢'C(p) pues es impar. Esto nos dice que si f es una funcién eliptica en C,

para el reticulado A, entonces

w pertenece a C(p), pues es una funcién par. Ademas

f=Ri(p) + ¢ Ra(p)
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donde Ry y R» son funciones racionales. Y asi claramente f € C(gp, ¢').

Es claro que toda funcién de C(gp, ¢') es doblemente periédica. Por lo tanto C(gp, ') es
el conjunto de todas las funciones meromorfas y doblemente periédicas, con respecto a A,
en C. g

Note que usando la ecuacion

(¢/(2)* = 4(p(2))” + ap(2) +b

donde

a:—GOZé y b:—1402$,

weA* weA*

podemos escribir toda funcién racional f de p y ¢’ de la forma

f=Ri(p) + ¢ Ra(p)

donde R; y Rs son funciones racionales, y esto lo hacemos eliminando potencias de ¢;
por ejemplo

L ¢ N
p/ _'_ 1 p/ _|’_ 1 p/ _ 1
_ o' = 1)
(9')*—1
_ o) — ¢’
()2 —1

_Apt +ap? + bp — ppf
 dpdtap+b—1

At tapP+bp ©
43 tap+b—1 p4p3—|—ap—|—b—1

17



Referencias

[1] Milne. J. S. Elliptic Curves.
[2] Neto Alcides. Fungdes de uma varidvel compleza. Projecto Euclides. Impa.

[3] Garetha A. Jones, Singerman David. Complex Functions.Cambridge University Press.

18



	Funciones doblemente periódicas
	La función  de Weierstrass
	El cuerpo de las funciones elípticas
	Bibliografía

